ANWENDUNG DER EXPONITIALFUNKTION IN BER

-----—-u—-m-———-—n-----—--——-ﬂ------—-----u-—---—-

> UUERLASSIGKETITSPRUFUN G

Monika Weiss, TGM Wien

Im VUolksmund versteht man unter Qualitatswaren soclche, die sehr hohen
Aanspriichen genugen. Oft sieht man sie im Gegensatz zum Massenartikel,

Nie in der Industrie verwendete oU@-Definitiont* lautet:
Qualitat ist die Gesamtheit von Eigenschaften und Merkmalen eines

Produkts oder esiner Tatigkeit, die sich auf deren Eignung zur ErC-
filllung gegebener Erfordernisse beziehen.

Anmerkung __1: Die Erfordernisse ergeben sich aus dem VUerwendungs-
zweck des Produkts oder dem Ziel der Tatigkeit, unter Beruck-
sichtigung der Realisierungsmiglichkeiten.

Anmerkung &: Ein Produkt ist z.B. jede Art von Waren und Roh-
stofFfen aber auch der Inhalt von Konzepten und Entworfen.
Eine Tatigkeit 1ist z.B. jede Art wvon Dienstleistung, aber auch

ein maschineller Arbeitsablauf wie ein Verfahren oder ein Prozefi.

Anmerkung _3: Van der verwendung der Benennung “Gute” synonym zu
"Qualitat” wicd mit Ricksicht auf die internationale Normung
abgeraten.

wird "Giate” benutzt - wie vielFach im behordlichen Bereich -, soll
diese Benennung nur als Synonym zu "Aausfithrungsqualitat” verwendet
werden.

Anmerkung Y4 Gualitat wird durch alle Qualitatsanteile 1im

Qualitatskreis® hestimmt.

Anmeckung S: Die Ecrfordernisse schlieffen in der Regel auch Sicher-
heit, Umweltschutz und angemessenen Mitteleinsatz ein.

Wir sebhen:

Qualitat ist auf vorgegebene Erfordernisse bezogen. Es gibt keinen
absaluten HMafstab fiur Qualitat. In diesem Sinn konnen sowchl
Paplertaschentiicher als auch Ffeine Seidentaschentiicher Qualitats-

erzeugnisse sein. Ausschlaggebend ist der Verwendungszweck.

Kurz koénnen wirc sagen:
QUALITAT IST ZWECKEIGNUNG.

In der Praxis teilt man daher den Begriff "Qualitat” in die "Planungs-—
gualitat” (Festlegung van sinnvollen Sollwerten) und in die TAus-
fiahrungsqualitat” (Ubereinstimmung dar lstwerte mit daen Sollwearten).

¢ Ul = dstaccerchische Vereinigung fur Qualitatssicherung
= 5iehe ndchste Seite

e
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Aus der Oefinition des Begriffes "Oualitdt” ergibt sich, dalk fur die
Qualitatssicherung nicht eine einzelne Abteilung, sondern alle
Abteilungen und Mitarbeiter eines Betriebs verantwortlich sind.

Die Folgende Abbildung zeigt den sogernannten Qualitatskreis, in dem die
wichtigsten Stationen der Gualitatssicherung eines Betriebs
eingezeichnet sind.

Qualitat des Produkles

Abnehmer
Anspruchsniveau
Servicequalitat bezughch Produk! 4
4 Entwuris-

I Service Akquisition qakhitat
Montage- Auflen - Entwickiun
quaiitat montgge
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l Abteilungery Fertigungs-

Lager - und Arbeits - onwersungen
Veg rdcqualit vorbereitun
rsa ali
1 4
Qualitat des
Vormaterials
Quabtdt der
Autung
»
Fertligungs -
quolitat

bDer Xunde bestimmt mit seinen UWinschen die Erfardernisse an ein
Produkt. Es ist Aufgabe der Akquisition, diese Kundenuwiinsche miglichst
genau zu erfassen und in einem PFlichtenheft schriftlich festzuhalten.
Bei Serienprodukten missen die Kundenwinsche durch HMarktanalysen
ermittelt werden.

Das Ziel der Entwicklung ist die Erfiillung der Kundenwiinsche. Dariber
hinaus missen Kosten, der Stand der Technik, gesetzliche Uorschriften,
Sicherheitsbestimmungen und Normen beriicksichtigt werden.

Parallel zur Entwicklung des Produkts, mufl die Priifung der einzelnen
Qualitatsmerkmale mitentwickelt werden. Dazu kann es notwendig sein,
daf} Prifstellen im Gerat oder spezielle Primittel konstruiert werden.

Die Kanstruktion mufl standig gepriifft werden. Ein Xonstruktionsfehler
kann in diesem Stadium mit geringem Kostenaufwand beseitigt werden.
Wird er Jjedoch erst wahrend der Fertigunng entdeckt, so verursacht er
hohe Kosten.

Ein Produkt soll so konstruiert wecden, daf die FehleranfFalligkeit
miéglichst gering ist. DJas mufl unter anderem bei der Wahl der Ausgangs-—
materialien bericksichtigt werden,

In der Arbeitsvarbereitung kdnnen ducch die Wahl der geeigneten
Fertigungsmittel und ~Methoden, sowie durch die Festlegung einer
sinnvollen Reihenfolge der einzelnan Arbeitsgange Fehler wahrend der
Fertigung vermieden werden.

Andereseits vecursachen Fehler in einer Fﬂrtxgungsanmeléung hohe Kosten
und missen daher vermieden wercdan.

Bei der Eigangskontralle mull die Qualitat der angeliefarten Ware
itberprift werden,
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Das Materiallager mufl geeignet dberpruft  werden, damit nur “"gutes”
Material im Fertigungsprozef verwendet wicd.

Oie Qualitatssicherung wahrend und nach der Fertigung 1ist der
traditionelle Tei1l der Qualitatssicherung.

Es genugt jedoch fast nie, erst das Fertige Produkt zu prifen. Da ein
Fehler umso grifbere Kosten verursacht, Jje spater er entdeckt wird, 1ist
es gunstig, moglichst nach jedem Arbeitsgang 2zu prufen. Dabei spielen
die "Fruhen” Prufungen eine besonders wichtige Rolle.

Durch eine deutliche Kannzeichnung von Fehlarn oder fshlerhaften
Einheiten soll eine Verwechslung mit Ffehlerfreien Produkten vermieden
werdan.

Die Prufung selbst mul auch einer Prafung untercliegen. Besonders
wichtig 1ist die regelmafiige Eichung und die Kennzeicnung der geeichten
Priifmittel.

Ort ist es moglich, durch VUerbesserung der Prifmittel und der
Arbeltsbedingungen am Prufplatz Fehlprifungen zu vermeiden.

DJie Qualitiatssicherung 1m warenlager soll sicherstellen, daff die
fertigen Produkte bis zur Aauslieferung keinen Schaden erleiden.

geim Uersand und Transport spielt die uWahl der Uerpackungsmittel eine
grofbe Rolle. Durch Fallversuche oder Uersuche auf dem Riitteltisch kann
der Transport simuliert wund die UVUerpackung auf 1ihre Tauglichkeit
uberpriuft wecden.

Bei der Aubenmontage mull auf die lokalen Gegebenheiten Ricksicht
genommen werden.

Damit ist das Produkt beim Kunden.

Die Qualitatssicherung ist damit aber noch nicht zu Ende:

GroRe Bedeutung kommt der Qualitatssichecung im Servicebereich zu.

Die Kundenwinsche schliefen fFast immer auch die Serviceleistungen mit
ein. Neben der fFreundlichen und prompten Durchfdhrung von
diesbeziglichen Leistungen ist etwa die Bereithaltung einer geniigend
groffen Zahl von Ersatzteilen wichtig.

Fur die Firma 1st das OService die einfachste Gelegenheit mit den
Anwendern des Produkts in  Kontakt zu treten. DOurch Rickmeldungen des
Seviceteams konnen Schuwachstellen des Produktes unter bestimmten
Anwendungsbedingungen erkannt und Mafinahmen zu deren Beseitigung
ergriffen werden.Daraus ist zu ersehen, dal die Ruckmeldung von
wunschen und Beschuwerden der Kunden besanders wichtig ist.

Der Wertrieb hat sich bemiiht die Kundenwiinsche zu ecfassen, die ibrigen
Stationen im Qualitaitskreis haben sich bemiiht, die Kundenwiinsche in die

Realitat umzusetzen. Beim Sevice schlieft sich nun der Kreis: Jetzt
zei1gt sich ob der Kunde mit dem Produkt zufrieden ist. Durch die
Riickmeldung vom Anwender ist es unter Umstanden notwendig, die

Erfordernisse an das Produktes abzuandern, um die neuen Kundenwiinsche
zu erfillen.

Wir sehen: Qualitatssicherung beginnt beim Xunden und endet Dbeim
Xurden. Er legt durch seine Wiinsche die Anfordecungen an ein Produkt
Fest. Fs ist nicht Aufgabe eines Betriebes maximale Qualitat 2zu
produzieren. Das Zisl 1st, jene optimale Qualitat zu erzeugen, die der
Kunde winscht und auch beresit ist zu hazahlen.

Aaunerdem soll durch die Abhandlung des
381N, danf dies Qualititssicherung Nni
Uermeiden vaon Fehlern zum Ziel hat.

Nualitatskreises klac geworden
cnt das Findan, scndern  das
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Im weiteren wollen wir uns mit einem Teilaspekt der Qualitatssicherung
befassen, der Zuverlassigkeitsprifung.

Unter Zuverlassigkeit versteht man die Qualitat unter vargegeben
Anwendungsbedingungen wahrend oder nach einerc vorgegeben Zeit.

Vereinfacht kann man sagen:

Qualitdt ist die 2weckeignung zum Zeitpunkt der PriaFung.
Zuverlassigkeit ist hingegen die Zweckeignung 2zu einem bestimmten
Zeitpunkt nach der Inbetriebnahme.

Kurz: ZUVERLASSIGKEIT IST QUALITAT AUF Z2EIT.

Wir bezeichnen ein Produkt als zuverldassig, wenn es lange 2Zeit
Funktioniert, bzw. wenn es selten repariert werden mul.

In der Praxis sind in diesem Zusammenhang die Gréflen
NTTF (mean time to failure), das ist die mittlere Zeirtspanne bis
zum Ausfall bei nicht reparablen Produkten, und
MIBF (mean time between Failures), das ist die mittlere Zeitspanne
zwischen zwei Ausfdllen bei reparablen Produkten,

als Mafl fir die Z2uverlassigkeit ublich.

Unter der Lebensdauer eines Produktes versteht man die Zelitspanne vom
Nutzungsbeginn bis zum Ausfall, bei dem eine Reparatur technisch nicht
mehr miglich, oder wirtschaftlich nicht mehr sinnvoll ist.

Das Ausfallsverhalten wird sowchl vom Hersteller als auch vom Rnwender
eines Produkts beeinflufit. Die folgende Abbildung zeigt eine grobe
ubersicht der verschiedenen Einflufigréfen:
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Angaben uber die Lebensdausr egl1nes Produktes, bzw. die Zeitspanne
zwilschen Reparaturen sind unter andaerem wichtig fFur Garantie-
versprachen, die Planung und Organisation des Instandhaltungsdienstes
und die Bereitstellung von Ersatzteilen.

wegen der vielen Einflufigrofen, die nicht hundertprozentig konstant
yehalten werden kionnen, 1st die Lebensdauer nicht Fiir alle Produkte
ei1ner Charge’ gleich grof. Die Lebensdauer eines Produkts gehorcht
einer statistischen Gesetzmapigkeit.

£.n weiteres Problem besteht darin, daf bei der Zuverlassigkeitsprifung
die Produkte zerstirt waerden. Wenn man z.B. priiffen will, ob eine Charge

von Gluhbirnen die garantierte Lebensdauer erfiillt, so ist es nicht
moglich, alle Glithbirnen sa lange leuchten 2u lassen, Dbi1s sie
ausfallen, und die entsprechenden Zeiten 2zu stoppen, wum danach 2zu

antscheiden, ob es gine gute Charge war oder nicht.
Die 7uverlassigkeitsprifung erfFolgt daher immer auf Stichprobenbasis.
Statistik 1st haer erforderlich.

Wwir wollen das Aausfallsverhalten an eineam kronkreten Beispiel studieren.
Dazu betrachten wir eine Stichprobe von 600 soeben gefertigten,
ginwandfrei Funktionierenden Transistoren.

Die funktionierenden Transistoren sind in den Folgenden Abbildungen
durch volle Krelse dargestellt.

In regelmaiigen Zeitabstanden wird diese Stichprobe geprift und die
Anzahl der noch Funktionierenden Bauteile ermittelt.

Die nicht mehr funktionierenden TIransistoren sind in den folgenden
Abbi ldungen durch Kreislinien dargestellt.

Die Folgenden 7 abbildungen auf den nachsten Seiten zeigen die ersten
30 Prifergebnisse. Links steht Jjeweils die Anzahl der noch
fFunktionierenden Bauteile.

Es Fallt auf, dab die Anzahl der Funktionierenden Transistocren zuerst
rasch und dann immer langsamer abnimmt.

Die Anzahl der 2zu einem bestimmten Zeitpunkt t Funktionierenden
Bauteile (volle Kreise) wird mit BCt) bezeichnet und heilit Bestand zum
Zeitpunkt t.

B(t.) heiflt der enfagggpgﬁpgng . Dabei ist t. der Zeitpunkt, in dem
die Nutzung beginnt.

Fur viele Zwecke ist es ginstiger, anstelle der Anzahl den Anteil der

zu @inem bestimmten Zeitpunkt t Funktignisrenden Bauteils zu
betrachten. Diese Grofie heifft relativer Bestand zum Zeitpunkt t und
wirdgd mit ﬁ(t) bezeichnet. ...%

A
Es gilt: Rct) = BCt) 7/ BCta)

' Alle Produkte, die unter gleichen Bedingungen gefertigt wurden

= Prty wird "R Dach von t” gaesprochen.
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Bestand zum Zeitpunkt t = 30

Die Anzahl der Bauteile, die zu einem bestimmten Zeitpunkt t nicht mehr
funktionieren (Kreislinien), wird mit ACL) bezeichnet und bheilft
AusfFfallshaufigkeitssumme.

Es gilt: ACt) = Bty - Bltaw)
ACts) = O

Der Anteil der Bauteile, ,die zu einem bestimmten Zeitpunkt t nicht mehr
Funktianieren, wird mit G(t) bezeichnet und heiflt relative Ausfalls-
hayfigkeltssumme.

A
Es gilt: GCt) = ACt) /7 B(ta)
- (BCt«) - B(t)) / Bt

A
-« 1 - RCtD

Fiir das Studium des Ausfallsverhaltens ist es weiters interessant, die
Anzahl der Bauteile zu betrachten, die zwischen zwei Prdfungen, d.h. im
Zeirtintervall At ausgefallen sind. Diese Griffe heifit Ausfallshiufigkeit
und wird mit al(t) hezeichnet.

Es gilt: att) = B(t) - B(t+at) = - ABC(L) :
= ACt+at) -“ACE) - AACL)

Wir wollen nun die Ausfallshaufigkeit in  Abhangigkeit vom Anfangs-
bestand, diz rzlative Ausfallshaufigkeit, betrachten. !

Es gilt: alty) / Blta) = - ABCEY / B(t.) = - alce)

- ARGt 7 Bty = aboo
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Die Ausfallshaufigkeit hangt auch wesentlich wvon der Grdéle des
Prufintervalls At ab. Es ist dabher sinnvoll, die Ausfallshaufigkeit
nicht nur durch den Anfangsbestand, sondern auch durch die Zeitspanne
At zu dividieren.

Oen Anteil der ausgefallenen Bauteile pro Zeiteinheit bezeichnet man
mit g(Ct). Er heifit Aausfallshaufigkeitsdichte.

Es gilt: gty = att) /7 (Bltao)*at)
= - AB(t) / (B(ta)*at) = - aPct) 7t
= AACLY /7 (BCtaywat) = a6ct) 7 ot

Die Ausfallshaufigkeitdichte bezieht sich auf den Anfangsbestand. Es
ist Jedoch auch interessant, die Ausfallshaufigkeit auf den Bestand zum
Zeitpunkt t zu beziehen. Dar Anteil der noch funktionierenden Bauteile,
die innerhalg der Zeitspanne At ausfallen werden, heifit Ausfallsguote
und wird mit A(t) bezeichnet.

Es gilt: Acty = act) / C(BCtI*at) R
= - AB(t) /7 (B(ty*at) = - aBcty 7 (Pctisat)
=  AACt) / C(BCLY®At) = gcry 7 Retd

In der Tabelle auf der nachsten Seite sind diese Gréflen Fur unser
Beispiel der Stichprobe von 600 Transistoren ausgerechnet. In der
letzten Spalte ist die theoretische Varhersage G(t) fiur die relative
Ausfallshiaufigkeitssumme H{ED) ausgerechnet.

Wir erkennen, dafl der Bestand B(t) und damit auch der relative Bestand
(t), zuerst rasch und dann immer langsamer abnimmt.

Entsprechend nehmen die stfallshéufigkeitssumme ACt) und die relative

Ausfallshiaufigkeitssumme G(t) zuerst rasch und dann immer langsamer zu.

Die Ausfallshaufigkeit al(t) und die Ausfallshaufigkeitsdichte ﬁit)
nehmen zuerst rasch wund dann immer langsamer ab. Das ist nicht
verwunderlich: Je weniger Bauteile noch Funktionieren, desto weniger
konnen pro Prifintervall t ausfallen,.

Interessant ist, dafi die AusFallsquote A(t) iiber den gesamten Versuchs-
verlauf ungafahr konstant ist und 0.2 betragt. Fir t > 20 unterliegt
At Jedoch recht grofien unsystematischen Schwankungen.

Nachdem wir uns mit den Gréfen der Stichproben hei Zuverlassigkeits-
priifungen auseinandergesetzt haben, wollen wir nun daran gehen,
entsprechende Groflen Fir die statistische Grundgesamtheit, das ist bea
uns die gesamte Fertigung, einzufiithcen.

Wir bedienen uns des statistischen Wahrscheinlichkeltsbeqriffs:

Oie Wahcrscheinlichkeit PCE) Fir das Eintreten einss Ereignisses E
entspricht der relativen HaufFigkeit hC(E), mit der das Ereignis E bhea
ginecr hinreichend graoffen Anzahl n van Uersuchken eintritt.

Mit HilfFe der Mathematik fFormulieren wir:

PCE)Y = 1lim h{(E)

n-»e«




B(L)

n

RCL)

iB
13
20
a1
ac
23
24

25

26

27

2B

28

30

70

bS5

54

30

25

27

24

13

16

15

1c

O

O (@] o O

.108
.080
.050
042
. 045
. 040
.03¢e
.027
.025
.0e0
.013
.010
013
.012
.007
.005
.00e
.003
.003

.00e

.000
.000
.00e
.000
.00e

.000

0.188

0.215

. 0.e2ea

0.148

O.144

0.183

0.1397

0.188

0.1383

0.222

0.a22e

0.182

0.162

0.267

0.311

0.23%

0.22e

0.087

0.200

0.250

0.154

0.182

0.000

C.G00

0.222

0.000

0.286

0.000

~
ACt) GO
0 0

587 0.3885

0.386

0.887

0.9398
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Wenn ein Ereignis E z.B. 1in 500 van 10000 Fallen eintritt, betragt die
relative Haufigkeit h(E) 0.0S oder S i
Die Wahcscheinlichkeit PCE) betragt dann auch ungefahr 0.05

Wir verwenden die relative Haufigkeit h(E) aus den 10000 Versuchen als
Schatzwert fir die wahrscheinlichkeit P(E)D.

Wir wollen nun die oben berechneten verschiedenen relativen
HauFigkeiten bei der Z2uverliassigkeitsprifung dazu verwenden, um
Schatzwerte Fiir die verschiedenen Wahrscheinlichkeiten zu erhalten.

A
Der relative Bestand R(t) = B(t) / B(t.), das ist der Anteil der noch
Furktionierenden Bauteile, ist ein Schatzwert Fur die berlebens-
wahrscheinlichkeit RC{tJ. ...°

Wollen wir vorhersagen, wies viele Bauteile zu einem bestimmten Zeit-
punkt noch fFunktionieren werden, so missen wir die uberlebenswahr-
scheinlichkeit mit der Anzahl aller Bauteile multiplizieren.

Die relative Ausfallshaufigkeltssummg g(t) = A(t) /7 BC(ty) ist ein
Schatzwert Fiar die Ausfallswahrscheinlichkeit GOto.

Es gilt: GCt) = 1 - RCtJ

Die AusfallshauFigkeitsdichte @(t) = AG(t) / At = - AR(t) / 4t
ist ein Schatzwert Fir die Wahcscheinlichkeitsdichte gl(t).

Es gilt: glt) = G'(t) = - R'"(L)

Beachten Sie:.
Aus den Differenzquotienten der AausfFallshaufFigkeitsdichte werden die
entsprechenden ODifferentialquotienten der Wahrscheinlichkeitsdichte.

A
Die Ausfallsquote ACt) = -~ ABCt) / (B(t)*At) ist ein Schatzwert fiur
die Ausfallsrate ACt) = - Bty /7 BCL)
QA A

Es gilt: Aty = - ARCEY 7 (Retr=atd

- dcty 7 Reed
Analog gilt: ACE) = - R’Ct) /7 RCt)

- g(t) / RCE)

Die letzte Formel werden wir spater zur Berechnnung der Ausfallsrate
verwenden.

Mit HilfFe der verschiedenen Formeln fir die Husfq}lsrate ACt), die wir
aus entsprechenden Formeln fic die Ausfallsquote N(t) ermittelt haben,
erhalten wic nun eine Differentialgleichung, die das Ausfallsverhalten
von Bauteilan beschreibt:

B'C(t) = — A(t) = B(t>
bzw.

R'(t) = - ACt) *» RCLO

'\ In dar Statistik ist es iblich, Schatzwerte mit dem gleichen
Buchstaben wie die zu schatzende Grofle zu bezeichrnen und zusatzlich
mit einem ™ zu kennzeichnen.




- 177 -

Jer wichtigsten Spezialfall erhalten wir, wenn wir die Ausfallsrate
Alt) als konstant voraussetzan.

In diesem Fall 1st die Anderung des Bestandes zum Bestand wund die
ancerung der uberlebenswahcscheinlichkeilt zur uberlebenswahrscheinlich-
rei1t direkt proportiaonal. ...t

In diesem Fall erhalten wir als Losung fir die Differentialgleichung:

B(t) = B(tea) = exp(- A t)
bzw.
R(t)Y = expl(~ A* t)

Wi sahen aus der Gleichung, dall XA die Dimension Zelit "' hat.
In der Praxis wird daher oft der Kehrwert T van A angegeben, der die
Dimension Zeit hat und charakteristische Lebensdauer heifit.

Es gilt: T=17)
Wir erhalten nun: RCE) = exp(- &t 7/ T
Wenn A(t) konstant ist und daher die obige Formel die Uberlebenswahr-—

scheinlichkeit beschreibt, sagen wir:
Die Lebensdauer der Bauteile ist exponitialverteilt.

Oie Verteilungsfunktion der Exponentialverteilung 1ist die Ausfalls-
wahrscheiniichkeit G(t).

£s gilt: GCty = 1 - expl(- A * t)
- 1 - exp(- t / T2

Oie Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion der Exponentialverteilung 1st
dementsprechend:

grt) = G’Ct) = A ® gxp (- A * t)
= 1/T * exp (- t /7 1)

Fic £t = T = 1 /X erhalten wir:

R(L) = exp (- T/ Ty =1 / e = 0.3673
1 / e

GC(t) = 1 - R{t) = 1 - - 0.68321
Die charakteristische Lebhensdauer T 1ist Jene Zeit, nach der die
uberlebenswahrscheinlichkeit nrnur mehr 1/e betragt, das heifft der

Bestand nur mehr ein e-tel des Anfangbestands ist.

Die folgenden Abbilldungen zeigen die uberlebenswahrschelnlichkeit ROt
die Ausfallswahrscheinlichkeit G(t), die Wahrscheinlichkeitsdichte g(t)
und die Ausfallsrate A(t) der Expanentialverteilung mit DA = 0.2

' Beachten Sie die Analogie zum radicaktiven Zecfall!
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Wir wollen nun Fir die Expanentialverteilung den Mittelwert p und die
Standardabweichung ¢ berechnen.

Fiir eine stetige Verteilung der Zufallsvariablen x mit der Wahrschein-
lichkeitsdichte g(x) gilt allgemein:

o
TR fx * g(x) dx
—-on
80
g2 - f(x - pIT ® g(x) dx
T
- fxz * g(x) dx - u=
-0
Filr die Exponentialverteilung erhalten wir:
oo 09
po- ft » gCt) dt = ft * A axp(- A * t) dt
o ' Qe
- -t * exp(- A* t)]| - Ii exp(- A * t) dt
o or
- 0 - 1/ " exp(~- A » t) l -1 /A =1

0

Bei der Exponentialverteilung ist die charakteristische Lebensdauer T
gleichzeitig die mittlere Lebensdauer.

T ist jene Grifle, die bei irreparablen Teilen NITF (mean time to
failure) und bei reparablen Teilen MNTIBF (mean time between failures)
heiflt und in der Praxis beim Vergleich von Bauteilen sehr grofie
Bedeutung hat.

Beachten Sie:

Die Narmalverteilung ist symmetrisch, daher 1st der Rittelwert
gleichzeitig der Zentralwert ("mittlerer Wert”) wund der nNodalwert
("haufigster Wert”).

Die Exponentialverteilung ist asymmetrisch, daher gilt beides nicht.
Der Wert der Verteilungsfunktion van T ist nicht 0.5 sondern 0.6321
Das Maximum der Wahrscheinlichkaitsdichte g(t) liegt nicht bei £t = T,
sondern bei t - 0.

Als ndchstes berechnen wic die Varianz ¢= der Exponentialverteilung:
g - T t= ® gCt) dt ~ up=

O
= ft= * X e expi- Aw oty at - T=
o

o0

DO
= - tT * exp(- A e t)| + aft*'expc—i\-t)dt-r*-*
o) o>
- O—E‘t/?\‘expC'-Q\'t)/
oo (o]
-2 [ -1/ *exp-A *t)dt - I=
. o o0
=0 +2 /0 ® *axpi- A*t)] - T= =2 « T2 _ 1=
v}
gE = T2 und g =T

Oie charakteristische und mittlere Lebensdauecr T ist also glesichzeitig
auch die Standacrdabweichung ¢ der Exponentialverteilung.
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Fur unser Seispiel der Stichprobe von 600 Transistaoren gilt die

Uoraussetzung, dai A (t) konstant ist. Die Lebensdauer der Transistoren
.st daher exponentialverteilt und zwar mit A = 0.2

Wir wollen nun den Bestand Bct), den relativen Bestand ﬁ(t), die
ﬁusfallshaufxgkextssumme ACt), die relative Ausfallshaufigkeitssumme
G(ty, die Qusfallshaquqk81t a(t), die AusfFallshaufFigkeitsdichte qced
und die Ausfallsquote A(ti jewexls in einem Histogramm graphisch

darstellen und mit den ensprechenden Griéfien der Exponentialverteilung
vergleichen.
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O12 Abwelchungen zwischen

beim relativen Bestand, bsei der Ausfallshaufigkeitssumme und bey der
relativen ausfallshaufigkeltssumme recht klein. ...°
Bei der AusFallshaufigkeit, bei der Ausfallshaufigkeirtsdichte und bei

der Ausfallsquote treten grofere Schwankungen auf .
Der allgemeine Trend ist Jjedoch auch hier gut zu srkennen.

Theorie und

Experiment sind beim Bestand,

————— oocooollopooo————"~
BEISPIELE
1. Beispiel:
Eine Serie von TIransistoren hat mine mittlere Lebensdauer van
T = 100000 Stunden.
Wie hoch ist der Anteil der Transistoren, die eine Eisatzzeit wvan
100000 Stunden iiberleben?
Nehmen Sie als Lebensdauerverteilung die Exponentialverteilung an.
Losung:
RCt) = exp(—- t /7 IT>) = exp(- t / 100000 hd
R(C100000 h) = exp(- 100000 h / 100000h= exp(-1) = 0.3678

R(100000 h) = 36.73 %

Nach der mittleren Lebensdauer von 100000 Stunden Funktionieren noch
36.79 % der Transistoren.
2. Beispiel:
Eine Serie von Iransistoren hat eine mittlece Lebensdauer voOn %
T = 100000 Stunden. !
welche Einsatzzeit wird von 80 % der Transistoren

Nehmen Sie als Lebensdauecverteilung

Losung:
R(t) = expl(—- t 7/ T)» = exp(-
0.8 = exp(- t / 100000 h)
in 0.9 = - t / 100000 h
£t = - 1n 0.9 * 100000 h = 10536
ag % der Iransistaren iberlehen eins

t Beachten Hie:

iiberlebt? j
die Exponentialverteilung an. :

t ¢, 100000 h)

h
t = 10536 h

Einsatzzeit von 10536 Stunden.

Ourch das Aufsummieren wird die Wirkung des 2ufalls geglattet.
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3. Beaispisl:

Uon einer Charge von Halbleiterelementen i1st bekannt, dall ihre mittlere
Lebensdauer 10000 Betriebsstunden betragt.

Es wird eine grofie Anzahl diesecr Bauelemente eingesetzt.

Nach welcher Betriebszeit sind S0 % der Bauelemente ausgefallen?
{Halbuwertszeit!)

Nehmen Sie als Lebensdauerverteilung die Exponentialverteilung an.

Losung:

R(t) = exp(- t / 10000 h3
R¢t) = 1 - GCtd) = 1 - 0.5 = 0.5

0.5 = exp(- t / 10000 h)
In 0.5 = - t 7/ 10000 h
t iln 0.5 * 10000 h ~ B331.5 h

£t = 6331.5 h

Die Halbwertszeit betragt 5931.5 Stunden. Nach dieser Betrigbszeit ist
die H&alFte der Bauteile ausgefallen.

4. Beispiel.:

Sie entwerfen ein elektronisches Gerat. In den ersten drei Betriebs-
jahren sollen weniger als 1 % der Gerdte ausfallen.

Wie grof mull die mittlere Lebensdauer der Gerate mindestens sein, damit
diese Forderung erfiallt werden kKann?

Nehmen Sie als Lebensdauerverteilung die Exponentialverteilung an.

Losung.:
RCE3 = gxp(- t /7 T)

R(3 a) = exp(-3 a /7 T3
R(3 a) =1 -G(3 a)y=1-0.01 =-0.99

0.98 = exp(- 3 a /7 1)
1n 0.99 = - 3 a/T
T = -3 a/ 1ln0.99 = 2398.5 a

vy
'
ry
(0
@
LA
1]

Die mittlere Lebensdauer mufl mindestens 238.5 Jahre betragan.

5. Peispiel

Uon 10000 Bauelementen einer Serie FfFallen in den grsten 10 Stunden
eines Dauerversuchs 50 Elemente aus,.

Wie hoch ist die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Bauelemente nach
einer Einsatzzeit von 200 Stunden?

Nehmen Sie als Lebensdauerverteilung die Exponentialverteilung an.

RCED = gxp(- A * t)
RC10 h) = exp(= 2A* 10 h)
RC(1D0 h) = (10000 - sO» / 10000 = 0.9395

0.9495 = expfl—- A * 10 h)
In 0.985% = - 2% 10 h
A= -1n0.995 /7 10 h = 5 * 10~ R~
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Die uberlebenswahrscheinlichkeirt fur die Charge von Bauteilen lautet:
R(t)D - gxp(- 5 * 10" h- = )
Fur ¢t = 200 h erhalten wir:
R(200 h) = exp(~- S * 10°* h~' = 200 h) = Q.80Q46
R(e200 h) = 30.46 %

Die uberlebenswahrscheinlichkeit betragt nach einer Einsatzzeit van
200 Stunden 30.46 =

6. Beispiel:

In einer Anlage sind 100 Diocden eingebaut. Oie mittlere Lebensdauer
dieser Dicden betragt 10™ Stunden. Jeder einzelne Diodenausfall Fuhrt
zu einer Stoérung der Anlage.

Wie grof 1st die mittlere Betriebszeit der Anlage?

Nehmen Sie als Lebensdauerverteilung die Exponentialverteilung an.

Laosung:
Die Anlage funktioniert genau dann, wenn die 1. und die 2. und die 3.
und ... und die 100. Diode Funktioniert.

Mit Hilfe des NMultiplikatiaonssatzes der Wahrscheinlichkeitsrechnung fiarc
vonelinander unabhangige Ereignisse erhlalten wir:

RamLeacse(t) = (Roiowe(tb))roe

Dabei bedeutet Rar.ase die Uberlebenswahrscheinlichkeit der Anlage
und Reinoe die uberlebenswahrscheinlichkeit einer einzelnen Diode.

Parmace(t) = (EXD("' t / Toropel)) o<
- exp(— 100 * t / Toronm)
- exp(- t /(Toione /7 1003

Wir erkennen, dafl die Lebensdauer der Anlage ebenfalls exponential-
verteilt ist und zwar mit:
- Torope / 100 = 107 h / 100 = 10= h

an~:v,_aru.=' - 10-5 h

T P A

Die mittlere Lebensdauer 1st 1ndirekt proportional zur Anzahl der
Dioden und betragt im konkreten Fall nur 10%® Stunden.

7. Beispiel;

Sie bauen elektrische Gerate, die fFaolgende Bauelemente enthalten:
S5 Elektranencohren
10 uwiderstande
6 Transistoren

6 Kondensataren

ODie Lebensdauern der Bauelemente sind nahecrungsweise exponential-
verteilt. Die mittleren Lebensdauarn betragen:

Elektronenrohren: Te = 2000 h
widerstande: Tu. = 100000 h
Transistoren: T+« = S0000 h

Kondensatoren: T. = 10000 h
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Jeder Ausfall eines Bauteils bewirkt den Ausfall des ganzen Gereots.
Die Gerate sallen 1n graofller Stuckzah! eingesetzt uwerden,
Nach wie vielen Stunden 1st vaoraussichtlich 1 % der Gerate ausgefalien?

Losung:

Aus dem NMultiplikationssatz der Wahrscheinlichkel tsrechnung For
vonei1nander unabhangige Ereignisse folgt:

Die Uberlebenswahfscheinlichkeit des Gerats 1st das Produkt der
Uber lebenswahrscheinlichkeiten der ei1nzelnen Bauteile.

Rismrar(t) = I I Reawrym (L)

EYANLIP R X LT

Rommav(t) = (exp(- t /7 Ted)™ * (exp(- t 7/ Tui)1e
* (exp(- t / T+))® ®» (expt- t / T,

- expl(- (5/Te  + 10/Tw + 6/7+ + 6/Tu) * t)

Wir erkemnen, dall die Lebensdauer des Gerats auch exponentialverteilt
ist und zwar mit:
?\(EEE!'-:AT(t) - S /7 Te + 10 /7 Tw + 6B /7 T+ + 6 / T.
= 5 /(2000 h) + 10/¢100000 h) + B/(50000 h) + 6/¢10030 h?>
= 3.32 * 10—F h—t

Es gilt somit:

Roamrar(t) = exp(- A aerar * L) = exp(-~ 3.32 * 10~ h—1 = )

Wir sollen die 2eit t berechnen, fir die die Ausfallswahrscheinlichke:it

Gumsar(t) 1 % betragt. Die Uberlebenswahrscheinlichkelt Peemar(t)
ist dann 0.88

0.99 = exp(- Agqemar * t)
in 0.99 = - DNarar * t
t = - 1n 0.993 / Dcerar
= - 1n 0.98 /7 (3.32 * 10~™ h-t') = 3.027 h
= 3.027 h
Nach einer Betriebszeit van t = 3.0287 Stunden werden varaussichtlich
1 % der Geriate ausgefallen sein.

Wenn ein Gerat nur dann funktioniert, wenn alle Bauteile Funktionieren,
gilt:

] ] RWQUTE!LCt)

BAUTE LILE

AWE‘,RAT - Z 9\@.-.\-_;7:: [ g™

BAUTE XTI

L/ Tmrzm»-r - Z) 1 7/ TF.«AuTE.:L,)

BEOUTE Lk

Roaerar(t)

Wenn alle Bauteile eines Gerats fur dessen Betrieb notwendig sind, so0
arhialt man die mittlere Lebensdauer des Gerats, i1ndem man die mittlecen
Lebensdauern der einzelnen Bauteile nach agbiger Formel "harmonisch
addierct”.
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Eime Signallampe hat 3 gleicharctige Gluhbicnen mit e=inec mittlecen
Lebensdauer von 25000 Stunden gingebaut.

wie gral 1st die Wahrscheinlichkeit, dapf mach einem halben Jahr noch
mindestens eine Glihbirne der Signallampe leuchtet™

wie viele Gluhbirnen mUsSsen aingebaut werden, damit die
wahrscheinlichkeit, dafll nach einem halben Jahr keine Gliuhbicne mehr
leuchtet . kleiner als 0.01 % ist?

Nehmen Sie als Lebensdauervearteilung der Glahbirnen die

Exponentialverteilung an.
Losung:

Die Signallampe leuchtet nicht, wenn die 1. und die 2. und die 3.
Gliuhbirne nicht leuchtet.

Wir konnen nun den Multiplikationssatz der Wahrscheinlichkeitsrechnung
Fur voneinander wunabhangige Ereignisse fur die Ausfallswahrschein-
lichkeit G(t) anwenden. Wir erhalten:

Giamee(t) = (Grimru=(tl)3=
mit Germmm(t) = 1 — exp(- t / Terrme)
- 1 - exp(- t / 25000 hJ

Ein halbes Jahr entspricht ungefFahr 4400 Stunden.
Fir t = 4400 h erhalten wir:

G e (4400 h) = 1 - exp(- 4400 h / 25000 h)
= 0.1614

Giarmeme (4400 h) = 0.1614% = 0.0042

Die Wahrscheinlichkeit, dal eine ginzelme Glihbirne nach einem halben
Jahr nicht mehr leuchtet, betragt 16.1% % . Die Wahrscheinlichkeit, daf
alle drei Glinbirnen innerhalb eines halben Jahrs ausfallen betragt

dagegen nur 0.42 =

Die gesuchte wahrscheinlichkeit, dap nach einem halben Jahr noch
zumindest eine Glithbirne leuchtet betrigt 100 % - 0.42 % = 899.%8 % .

Ri_amem(t) = 99.%8 %

Wir wenden uns nun der zweiten Frage zu:
Wir bezeichnen die Anzahl der geingebauten Glithbirnen mit n.

Es gilt nun:
G amex(t) = (Girrrmne(tII

Fur t = 4400 h gilt:

Gv,"clnuw;:("i"ioo h) = 0.1614
und :

Gi_ammesx (4400 h) = 0.1B14%"

Wir sollen den kleinsten ganzahligen wert von n ermitteln, der folgende
Ungleichung erfillt:

Gy amee (4400 h) < 0.0001
oder :

0.1614" < 0.0001
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Yernn wirc beide Seiten der ungleichuny logarlthmxeren‘erhalten wir:
n * In 0.16814 < 1n 0.0001

Wir dividieren beide Seiten der Ungleichung durch die negative Z2ahl
ln 0.1614 und erhalten: n> $.08

Wenn die Wahrscheinlichkeit, daff mnach einem halben Janr keire Gluhbirne
der Signallampe mehr leuchtet, kleiner als 0.01 % seinrn soll, dann
mussen mehr als S Gluhbirnmen eingebaut werden.

Wenn in einem Gerat n Bauteile eingebaut sind, aber ei1n ei1nziges
Bauteil zum Betrieb des Gerats ausreicht, so gilt:

Gemmarl(t) (Grausrerc (EI)I
= (1 - expl- t 7/ Teauren.)I™
und:
Reermar(t) = = (1 = Reaurmr L))

1
- 1 - (1 - expl~ t / Teoure i 1)7

Beachten Sie:,

Durch den Einbau van mehreren "Reservebauteilen” wird die
Ausfallswahrscheinlichkeit des ganzen Gerats wesentlich kleiner als die
Ausfallswahrscheinlichkeit eines einzelnen Bauteils. Das ist das

Prinzip der Redundanz.
Die Lebensdauer des Gerats 1ist nicht expornentialverteilt, d.h. die
Uuberlebenswahrscheinlichkeit kann nicht in der Form

Ramrar(t) = EXp(““ ;\l“-'.!'_-'.‘.f"n‘AT Al o

angegeben werden.

Wir haben bisher nur Beispiele betrachtet, bei deren die ARusfallsraten
ACt) konstant und damit die Lebensdauern exponentialverteilt waren.

ODas bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit, daf ein noch funktionierendes
Gerat im nachsten Moment ausfallt, wvom Beginn der Inbetriebnahme
wahrend der gesamten Betriebszeit gleich grof ist, also nicht vom Alter
des Gerats abhangt. Der Ausfall wird nur durch zufallige Storungen
verursacht.

Ein typisches Beispiel dafir ist der Ausfall von Autos durch Unfalle.
Bie Unfallswahrscheinlichkeit 1ist (zumindest naherungsweise) unabhangig
vom Alter des Autos.

Andererseits nimmt die Reperaturanfalligkeit und damit die Ausfallscate
deutlich mit dem Alter zu. O0OFfensichtlich sind dabey die Grenzen der
Uoraussetzung von exponentialverteilten Lebensdauern uberschritten.

Wenn man die Ausfallsrate von Geraten 1n Abhangigkei1t vom Lebensalter
hetrachtet ergibt sich meist die "Badewannenkurve ", die auf der
néchsten Seite abgebildet i1st.
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Die , Badewannenkurve”der Ausfallrate,
abhangig vom Lebensalter

Phase Phase Phase
T 11 111
|
") l A =const. ;
=
. | |
E | |
o | |
. ' |
< |
| l
| |
4 |
[ |
0+ + ¢ -
0 Lebensalter t
Anlaufzeit: Laufzeit: Auslaufzeit:
Mangel Storungen Alterung
Fruhausfadlle Zufallsausfalle Verschleiflgusfalie
Die Phase | ist durch Frihausfalle. sogenannte "Kinderkrankheiten”

bestimmt. Wenn bei der Fertigung Mangel aufgetreten sind, so bewirken
diese fast immer, dal das Gerat bald nach der Inbetriebnahme ausfallt,
Die Ausfallsrate wird wahrend der Phase 1 immer kleiner.

In der Praxis werden Ger&te oft vor der Auslieferung einige Zeit in
Betrieb genommen. Dadurch finndet die Phase [ der Frihausfalle noch im
Betrieb statt. Ansansten wird sie haufig durch die Garantiezeit
abgedeckt.

In der Phase [l ist die Ausfallsrate konstant. Hier bewirken Stdrungen
Zufallsausfalle. In der Praxis beschrankt sich sehr oft die Betriebs-
zeit auf die Phase lI. Die Voraussetzung der Exponentialverteilung als
Lebensdauerverteilung ist daher i1n vielen Fallen zuldassig.

In der Phase_ 11l nimmt dann die Ausfallscate wieder 2zu. Die Alterung
des Gerats macht sich nun bemecrkbac. Man spricht van sogenannten
Uerschleifiausfallen,

Das Ausfallsverhalten in den Phasen [ und 111 kann nicht mit Hilfe der
Exponentialverteirlung beschrieben werden. In der Praxis vecwendet man
vn diesen Fallen die Welbull-Uerteilung*t. -

Die Formel Fur die ubeclebenswahcscheinlichkeit der Weibull-VUerteliung
lautet:
R(E) = g«p(- (t / Ti=7)

Y Bernannt nach dem Schueden Waloddi WETBULL, der als erster auf die

brerte Anwerdbarbvelt dies=zc Uecteiltlung aufmerksam gemacht hat.
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Die Formel unterscheidet sich von der entsprechenden Formel der
ExponentialVertexlung dadurch, dall der Exponent (% / TJ noch mit der
sagenannten Ausfallssteilheit b potenziert wicd.

In der Praxis liegen die Werte von b in einem Bereich zwischen 0.25%
und 5 (0.8% < b <5,

Fur b = 1 erhalten wir die Expaonentialverte:lung, die scmit ein
Spezialfall der Weibull-Verteilung 1st.

Die Verteilungsfunktion dec Weibull-Verteilung 1ist wie be:r der
Exponentialverteilung die Ausfallswahrscheinlichkelit.

Gty = 1 ~- exp(- (t 7/ Ti%w)

Wir erhalten die Wahrscheinlichkeiltsdichtefunktion g(t) als 1. Able:i-
tung der Verteilungsfunktion G(t).

glt) =~ G'CE) = 0 - expl(- (t/TI)") = (- b/T = (L/Tia=—1)
= b/T * (L/Tiv—2 * exp(- (t/Tlre=)
= b/T * (t/Tie—1 » R(L)

Wir berechnen nun die Ausfallsrate A(t) nach der Formel:

ACt) = gCtl /7 RCE) = b/T * (L/Tiv—t

Beachten Saie;
Auch bei der Weibull-Verteilung ist die Differentialgleichung

R’Ct) =-2ACt) * RCt)
erfillt,

Fiir die charkateristische lLebensdauer T gilt:

R(TY = exp(- (T /7 Ti®) = exp(-1) = 0.3679
G(TY) = 1 - RCT)Y = 0.6321

g(T) = 0.6321 * b / T

ACT) = b /7 T

Wir wollen nun den MNittelwect n und die Varianz o¢* der Weibull-
Verteilung berechnen:

o0 2]

w= ft*gced)dt = {t = b/T » (e/T)o=r = expi- (E/T)%) dt
) o
Wir substituieren: u = (t/Tiw,
Dann gilt: du = b/T * (t/Ti=—2

t - T * 41 b
o0
o= .fT * ur’e » axp(-uw) du
o
pw=T®=*a mit a =["Cl/b + 1) ...t

a = uw / T heifit relativer arithmetischer Nittelwect.

|
1
i
3
!

o0

Dabei gilt: Fexy = [expi-u) = u"=* du xe R*
(o]

Fiir ganzzahlige Werte von x gilt: [M(x) = (x ~ 1)

v P ist das Symbol fFur die Gamma-Funktion.




Die folgende Abbildung zeigt

1n Abhangigkeit von b.
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den
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Wir wollen nun die Varianz ¢* mit HilfFe der Formel

= - t=2 = g(t) dt - p=

berechnen.

oy
fe= « gcey ar -
o
Wir substituleren wieder u = (&t /7 Tir
du = b /T * (t 7/ T)r-»
t - "I‘ *» yrre

t= * b/T * (t/Ti"~* ® expl- (t/Tli=) dt

f
!

und erhalten:

0 [ o]
ftz * gCt) dt = JTI Ut % axn(~-u) du = T= * [C2/b + 1)
o} o)
- . - . 3
g = T= = g3 mit d= = ["(2/b + 1) -[C1/b + 1)
d = o /T heiflt relative Standardabweichung.

Die folgenden Abbildungen zeigen die uberlebenswahrscheinlichkeit RCt),
die Ausfallswahrscheinlichkeit G(t), die Wahrscheinlichkeirtsdichte g(tl
und die Ausfallsrate Alt) der Weibull-Verteilung fFur einige
gebrauchliche Werte der Ausfallssteilheit b,

(b = 0.25, 0.5, 0.75, 1, 1.5, 2, 3, 4, S
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Wir sehen, daf fur alle Werte vaon b die Uherlebenswahrschel
R(t) = exp(- (t 7/ Ti®)

fFir t = T gleich groff ist, namlich ungefahr 0.37

Je grofler b ist, desto steiler fallt die Uberlebenswahrscheinlichkeit
im Bereich um die charakteristische Lebensdauer T ab.

Fir kleine Werte von b nimmt die Uberlebenswahrscheinlichkeit zuerst
stark und dann immer weniger ab.

Die Ausfallswahrscheinlichkeit

GCt) = 1 - R(t) = 1 - exp(= (t / TOi=)

zeigt ein spiegelbildliches VUerhalten. Fir alle Werte von b ist G(I)
ungefahc 0.63

Die Uberlebenswahrscheinlichkeit R(t) und die Ausfallswahrscheinlich-
keit G(t) hangen nur vam relativen Lebensalter t' = t 7/ T und von b ab.
Die Werte g(t) der Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion und die Werte A(t)
der Ausfallsrate sind dardber hinaus indirekt proportional zuc
charakteristischen lLebensdauecr T.

Fuc_die folgenden Abbildungen setzen wir T = 1 vacaus.

Fir die Weibull-VUerteilung mit decr charakteristischen Lebensdaver T
gilt: Wenn wic anstelle des lLebensalters t das relative Labaensaltar
£ - t / T betrachten, erhalten wicr die Weibull-Verteilung mit T = 1

T = 1 bedeutet daher keine Einschrankung der Allgemeinheit.
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Fir b = 1 nimmt die Wahrscheinlichkeitsdichte

g(t) = 1/T % exp(- t / T3

exponentiell von 1 / T auf O ab. Wir haben T = 1 wvorausgesetzt und
daher gilt 1 / T =1 .

Allgemein gilt:
g(t) = b/T * (t/Ti)e~ * exp(- (t / Ti®)

Fiir b > 1 hat die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion zum Zeitpunkt t = O
den Wert 0. Nach dem Durchlaufen eines Maximums nahert sich die
Wahrscheinlichkeitsdichte asymptotisch 0. Das Maximum 1st umso scharfer
je gréfer b ist und liegt Fir grofe Werte von b 1n der Nahe der
charakteristischen Lebensdauer T.

QOfFfensichtlich beeinf lulft hier das ARlter des Gerats das
Ausfallsverhalten,

Finerseits nimmt die Wahrscheinlichkeitsdichte i1m Verlauf der Zeit zu,
weil das Gerdat altert.

Andererseits wird die Wahcrscheinlichkeitsdichte immer kleiner, weill daie
Wahrschainlichkeitsdichte zum Bestand propocrtiomal ist,

Dazwischen liegt ein Maximum.

Je griéBRer b ist.desto weniger wird das Ausfallsverhalten von zufalligen
Storungen und umsa mehr vaon VUerschleifarscheinungen bestimmt,

Fiir b < 1 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte zum Z2eitpunkt O unendlich.
Sie Fallt zuerst sehr steil und wird dann immer flacher.

Zuerst gibt es viele Frithausfalle. Danrnn nimmt sowohl die
Wahrscheinlichkeit fiar Frihausfalle als auch die Fur Zufallsausfalle
(proportional zum Bestand!) ab.
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Fiir b = 1 ist die Ausfallsrate 2\ (t) konstant. Die Ausfallsrate ACt)
stellt eine Parallele zur t-Achse dar. Das heifft, fur b = 1 erhalten
wir die Phase II der Badewannenkurve.

Wahrend der gesamten Betriebszeit Fdllt pro Zeiteinheit der gleiche
Anteil der noch Funktionierenden Gerate aus. Die Ausfalle werden durch
zuFallige, vom Lebensalter der Gerate unabhangige Storungen verursacht.

Allgemein gilt:
ACt) = b/T * (t/Tie

Fiir Werte von b zwischen 1 und 2 (1 < b < 2) stellt die Ausfallsrate
eine von 0 ausgehende, immer flacher wecrdende Kurve dar.

Fiar bh = 2 gilt: ACE)Y =2 =t /7 T®
Das ist eine Gerade durch den Ursprung mit dec Steigung @ / T,
Fir b = 2 nimmt die Rusfallsrate linear zu.

Fur b > 2 stellt die Ausfallsrate sine 1mmer steiler werdende Kurve
dar. Das ist die Phase 11l in der Badewannenkurve. OJurch den VUecschleill
der Gerite wird die Ausfallsrate immer grofler.

Fiir b < 1 ist die Ausfallsrate zum Zeitpunkt t = 0 unendlich. Sie nimmt
zuerst starck. dann immecr weniger ab und nahert sich asymptotisch Null.
Nas ist die Phase I in der Badewanneniurve, dia Fcuhausfal.le
beschreibt.
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wic _sehen:

Mit Hilfe der Weibull-Verteilung sind wir in der Lage, die einzelnen
Phasen des Ausfallsvarhaltans eines Gerdts im Verlauf seiner Einsatz-
zeit zu beschreibeaen.

Die Phase I der Frahausfalle durch HMangel in der Fertigung wird mit
Hilfe der Weibull-Verteilung mit b < 1 beschrieben.

Die Phase 11 der 2ufallsausfalle durch vom Lebensalter wunabhangige
Storungen wird mit HilfFe der Exponentialverteilung, das 1ist die
weibull=-Verteilung mit b = 1 , beschrieben.

Die Phase 111 der Verschleifausfalle durch die Alterung des Gerats wird
durch die Weibull-Verteilung mit b > 1 beschrieben,.

————— oooooUcoooo-=-—-~
BEISPIELE
1. Beispiel:
Sie produzieren elektrische Gerate. Ihnen ist bekannt, daf das

Lebensdauerverhalten in guter Naherung durch ein Weibull-Verteilung
beschrieben wird, die die AusfFallssteilheit b = & besitzt.

Bisher wird Garantie fir 1 Jahr gegeben. Innerhalb dieser Zeit gab es
0.5 % AusFalle. Nun sagll die Garantiezeit auf 2 Jahre verlangert
werden.

Mit wie vielen AusFallen muf man wa&hrend dieser Garantiezeit ungefahr
rechnen?

Losung:

RCt) = exp(- Ct /7 T)=)

R(1 a) = exp(- (1 a / TX=)

R(2 a) = exp(- (@2 a / T)=) = exp(~- 4(1 a / TI=)
= (exp(- (1 a / Ti=)=

R(2 a) = (R(1 al)* = 0.8385” =~ 0.9802
G(e2 aj 1 - R(2 a) = 1 - 0.3802 = 0.0138

G2 a) = 1.398 %

Wihrend einec Garantiezeit von 2 Jahren werden ungefahr 2 % der Gerate
ausfallen, also viermal sa viel wie wahrend der einjahrigen
Garantiezeit. ...?

c. Beispiel:

Eine Serie wvan Relais hat als Lebensdaververteilung die UWeibull-
Uerteilung mit der charakteristischen Lebensdauer T = 10* Stunden und
der Ausfallssteilheit b = 3

S dieser Relais sind lebenswichtige Bastandteile einer Anlage (Die
Anlage versagt, wenn eines der Relais versagt).

Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dafl diese Anlage S * 10® Stunden
Funktianiert?

* Beachten sie: Fiur kleine x-Werte gilt: exp(x®) ™ x=
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Lésung:

RCt) - exp(- (&t /7 Ti17)
R(S5 * 10 h) = exp(- (5 * 10 h / 10® )¥)
- exp(- 0.5%) = (0,88as

Die Anlage funktioniert, wenn das 1. und das 2. und das 3. und das 4.
ungd das S. Relails funktioniert. Mit Hilfe des Multiplikatianssatzes der
Wahrscheinlichkeitsrechnung fur voneinander wunabhangige Ereignisse
erhalten wir:

Reru.oace(t) = (Rewiarm(E))I™ = 0.8825% = 0.53%3
Rc.r-u aaer (5 * 10T h) = 53.55 %

Oie Wahrscheinlichkeit, dafl die Anlage 5 * 10® Stunden Funktiaoniert
betragt 53.5%5 %

In der Praxis sind sehr oft die Parameter charakteristische Lebens-
dauer T wund die Ausfallssteilheit b der Weibull-VUerteilung nicht
bekannt.

Ourch die Prifung einer Stichprobe will man das Ausfallsverhalten der
gesamten Fertigung schatzen.

Will man die Parameter von normalverteilten MeRwerten schatzen, so geht
das relativ einfach:

Man berechnet den NMittelwert ¥ und die Standardabweichung s der
Stichprobe. X 1ist ein Schiatzwert Firc den Mittelwert 1 der
Normalverteilung, s ist ein Schiatzwert Fir die Standardabweichung ¢ der
Normalverteilung.

Man kann auch bei der Zuverlassigkeitsprifung den Mittelwert E.und die

Standardabweichung s der Ausfallszeiten aller geprufter Stuacke
berechnen.
Wenn bekannt ist, daffi die Lebensdauer der betreffenden Gerate

exponentialverteilt ist, so darf man bei einer hinreichend groflen
Stichprobe davon ausgehen, dan T und s ungefahr gleich grofl und gute
Schatzwarte fFir die charakteristische Lebensdausc T sind.
Damit kann man die Lebensdauecverteilung angeben und die
Uber lebenswahrscheinlichkeit

R(t) = exp(~- t / T)
und die Ausfallswahrscheinlichkeit

GCt) = 1 - exp(-t 7/ T
Fiir jeden Zeitpunkt berechnen.

Wenn hingegen die Lebensdauer _Welbull-verteilt 1st, so 1st bei einer
hinreichend grofen Stichprobe 1 ein guter Schatzwert Fur o und s ein
guter Schdtzwert von o, wobei w und ¢ nicht mit decr charakteristischen
Lebensdauer T ibereinstimmen. Die mittlere Lebensdauer und die
Standardabweichung sagen allein nicht viel aus. Fiur die Angabe dear
Ubarlebens— und Ausfallswahrscheinlichkeit in Abhangigkei1t van dec Zeit
benstigt man die beiden Parameter charakteristische Lebensdauer T und
die Ausfallssteilheit b.
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uber ein nichtlineares Gleichungssystem hangen die beiden Pacameter T
und b van u und ¢ ab:

wo=T = [*(l/b + 1)
¢ = T= & (M (2/b + 1) - ['<(1/b + 1))

Fur die Praxis 1st die Losung dieses Gleichungssystems viel zu
aufwend1ig.

Einmne andere Moglichkeit, die Lebensdauasrverteilung zu schatzen, besteht
darin, dalf man den relativen Bestand bzw. die relative Ausfallhaufig-
kei1tssumme der Stichprobe fiir verschiedene Zeitpunkte berechnet und als

Schatzwert Fur die uberlebens~ bzw. Ausfallswahrscheinlichkeit
verwendet .

Wir wollen diesa Moglichkeit anhand eines konkreten Beispiels
ausprobieren:

BEISPIEL

In einem Werk, das Walzlager herstellt, wurde mit S0 Lagern ein

Lebensdauerversuch durchgefiihrt. Ermittelt wurde jewelils die Laufzeit
bis zum Ausfall des Lagers (Angabe in 10® Umdrehungen).
Die nachstehende Tabelle zeigt das Prufecrgebnis:

aufzeit t Bestand Laufzeit t Bestand
(10* Umdrehungen) BCt) (10* Umdrehungen) B(t)
1 43 12 13
2 47 14 18
3 45 16 15
4 43 18 =]
S 33 20 a8
6 37 25 3
a8 31 30 2
10 25 40 o

Bestimmen Sie die Lebensdauerverteilung der walzlager!

Lisung:

Wir bestimmen zunachst die relativen Bestande:

Laufzeit t Relativer Laufzeit t Relativer
(10 Umdrehungen)| Bestand (10% Umdrehungen) | Bestand
ﬁ(t) -~ B(t)/50 ﬁ(t) - B(t)/50
1 0.94 12 0.38

e 0.34 14 0.36

3 0.50 16 0.30

4 0.86 18 0.18

5 0.78 20 0.16

& 0.74 es 0.06

a8 g.862 30 0.04

10 0.50 40 0.00
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Wir stellen nun den relativen Bestand in Abhangigkeit wvon der Lauf-
zeit t graphisch dar:

Rt |
1

5 70 1520253 40 f
r_13q06  (in10°Umdrehungen)

Wir kédnnen nun relativ leicht die charakteristische Lebensdauer
bestimmen. Der relative Bestand zum Zeitpunkt ¢t = T betragt ungefahr
0.37 . Aus der Zeichnung lesen wir ab:

T = 13 * 10= Umdrehungen

Die Ausfallssteilheit b kénnen wir jedoch kaum schatzen. Es gelingt nur
schwer zu entscheiden, welche der Kurven R(t) = aexp(- (t /7 Tli®) die
obige Haufigkeitsverteilung am besten wiedergibt.

Wir wollen dahsr den Maflstab so &andern, dall die Uberlebenswahrschein-

lichkeit durch eine Gerade dargestellt wird. Dadurch wird das Problem
der Bestimmung der Weibull-VUerteilung, die die Stichprobenergebnisse am
besten wiedergibt, auf das Bestimmen einer Ausgleichsgerader zuruck-
gefihrt.

Wir gehen von der Formel fiur die Uberlebenswahrscrheinlichkeit aus und
logarithmieran siag:

R(t)Y = exp(- C(t / Ti=)

In (RCEJDY = - (t /7 Tor
oder :
- 1ln (RCtI)Y = Ct 7/ Tae
Beide Seiten dec Gleichung sind positiv. Wir linearisieren die

Gleichung, indem wicr auf beide Seiten den Zehnarlogarithmus anwenden:

log (- 1ln CRCE)XJ)Y = b * log (&t /7 T2
oder:

log Cln (1 7/ RCEDII)Y = b * log t - b * log T
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wenn wir avf dar w~-Achsa dan Zehnarlogacithmus log t dar Laufzeit und

auf der y-Achs
Gerade mit der

e
Steig

log (1n (1 /7 RCEII) auftragen, so erhalten wir eine

ung b und dem Ordinatenabschnitt - b * log T.

Fur unser Beispiel erhalten wir:

t log(t) RCt) log C(ln (1 7/ RCEII)
1 0.000 0.98 -1.695
2 0.301 0.94 -1.208
3 0.477 0.90 -0.977
4 0.602 0.86 -0.822
5 0.699 0.78 -0.605
6 0.778 0.74 -0.521
8 0.303 0.62 -0.321
10 1.000 0.50 -0.159
12 1.079 0.38 -0.01%
14 1.146 0.36 0.003
16 1.204 0.130 0.081
18 1.255 0.18 0.234
20 1.301 0.16 0.263
2s 1.398 0.06 0.449
30 1.477 0.04 0.508B
[ 40 1.602 0.00 axistiert nicht

Wir stellen nu

RYf)h

Pra—.

n log (1n (1 / RCt))) in Abhangigkeit von log t dar:

| log (n 57

1
R(f)

004105

/7

016

030t

051

062

074+057

078

066

09071101

094

098

0.0

1.0 75 [ogZ‘)

1

0.5

2 3456 810 2030 f

(in 10® Umdrehungen)
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Wir haben zusatzlicha x%- und y-Achsen eingezeichrnet, 1n ggpen wir diae
zu log t gehodrigen t-Warte und die zu log Cln €1 / RCLII) gehorigen
Werte von R(t3 seingetragen haben.

Beachten_ Sie:. )
Die Punkte t = O , sowie R(t) = O und R(t) = 1 konnen 1n den
entsprechenden logarithmischen Mafistédben nicht dargestellt werden,

Die Punkte, die den Stichprobenergebnissen entsprechen, liegen
naherungsweise auf einer Geraden.

7
[ .
RIL Lleg n B
05-
0.1-

03710
0.51

0.91-10+
0957

! logT=11
00 05 10 15 log(#
1 2 3456 810 2030 f

T=12.6410°

Die Steigung dieser Geraden ist die Ausfallssteilheit b.
Aus der Z2eichnung lesen wir ab: b = 1.5y '

Der charakteristischen Lebensdauer T entspricht auf der Xx~-Achsa log T.
Oar antsprechands Funktiaonswert ist log (1ln (1 7/ exp(-13)) - QO .
Aus dar Zeichnung lasen wir ab: log T = 1.1 oder T = 12.5 = 10=
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ublicherweise uwarden nicht die linear geteilten Achsen von log t und
log (lnm (1 / RCt)), sondarn nur die logarithmisch geteilte Achsa vaon t
und die Achsa mit der Funktionsleiter von R(t) eingezeichnst.

Oas 1st in dar folganden Abbildung dargestellt.

ot

0.71

037
0.5 -

0.9-
095

20 30 +
T-12.6410°

=1
N
Ly |
N
W
O -
(Rep
-~
S

In der Praxis werden entsprechende VUaordrucke zum Auswerten von Lebhens-
dauerdaten verwendet, sogenannte Lebensdauernetze.

Die x-Achse ist logarithmisch geteilt.

Auf der y-Achse ist R(t) bzw. G(t) als Funktionsleiter

log Cln (1 /7 RC(t))) bzw. laog (ln (1 / (1 - GC(t))) aufgetragen.

Zusiatzlich sind Skalen zum Ablesen der AusfFallssteilheit b, das
relativen Mittelwerts a = t / T und der relativen Standardabweichung

d = s / T angebracht.

Aauf der nachsten Seite ist ein Lebensdauernetz abgebildet.
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Wir wollen nun das Prifergebnis der Stichprobe von G50 Walzlagern im
Lebensdauernetz auswerten. (Abbildung auf der ndchsten Seite)

Als erstes bestimmen wir den Maflstab Ffir die logarithmisch geteilte
t-Achse. Wir multiplizieren die angegebenen Werte mit 10¢

Uber den ersten 15 Zeitpunkten der Priifung,tragen wir die UWerte des
relativen Bestands ﬁ(t) als Schatzwerte fiar ﬁ(t) auf . *
Dazu missen wir die Werte R(t) von der linken aufleren Skala ahblesen,

Durch die so erhaltenen 15 Punkte legen wir sine Ausgleichspgerade.”
Diese Gerade stellt die Weibull-Verteilung der Walzlagerfertigung dar.

Die uUberlebenswahrscheinlichkeit wvon 0.368, bzw. die Ausfallswahr-
scheinlichkeit von 0.632 tritt bei der charakteristischen Lebensdauer T
auf. Der Wert G(T) = 0.632 ist im Lebensdauernetz durch eine waagrechte
strichlierte Gerade gekennzeichnet. Durch den Schnittpunkt dieser
Geraden mit der Rusgleichsgeraden zeichnen wir eine senkrechte Gerade.
Am Schnittpunkt dierser Geraden mit der t-Achse lesen wir die
charakteristische Lebensdauer abh: T = 12.6 * 10=

Wir zeichnen nun eine Parallele zur Ausgleichsgeraden durch den Pol. An
der rechten b-Skala lesen wir ab: b = 1.54

Damit kernnen wir die Lebensdauerverteilung der Walzlagerfertigung:
Die Uberlebenswahrscheinlichkeit lautet:

R(t) = exp(- (t / (12.6 * 10®))2r-=2)
Die Ausfallswahrscheinlichkeit lautet:

G(t) = 1 - exp(- (£t 7 (12.6 * 10®))1r-=4;

Damit kénnen wir einerseits VUorhersagen treffen, wie viele Walzlager zu
einem bestimmten Zeitpunkt noch Ffunktionieren werden bzw. schon
ausgefallen sein werden.

Andererseits konnen wir den Zeitpunkt bestimmen, zu dem die Uberlebens-
bzw. die Ausfallswahrscheinlichkeit einen bestimmten Wert erreicht.

Wir kénnen auch graphisch die Schitzuwerte T Fiir die mittlere
Lebensdauer o und s Ffar die Standardabweichung ¢ bestimmen, ohne mit
der GammaFunktion rechnen zu miissen,

Dazu zeichnen wir eine waagrechte Gerade durch den Punkt b = 1.5%4%

An der Skala fur den relativen Mittelwert a~-t /T lesen wir ab:
a - 0.9

An der Skala fiir die relative Standardabweichung d = s / T lesen wir
ab: d = 0.58

Wir konnen nun einfach die mittlere Lebensdauver und die
Standardabueichung unserer Stichprobe bestimmen:

T=T*a=12.6 * 10« » 0.9 -~ 11.3 *» 10+
s =T *de=12.6 * 10 « 0,59 = 7 .4 » 10¢

' Den 16. Punkt konnen wir nicht eintragen (R(40) = 0).

Z Das 1st gleichzeitig ein visueller Test; ob die Voraussetzung der
Weibull-Verteilung zutrifft.
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Die oVO®' bietet im Rahmen ihres Seminarprogramms 1im Block
QUALITATSTECHNIK II

jahrlich einen ainwséchigen Lehrgang iber die Zuverlassigkeitsprufung
an. In diesem Lehrgang wird der hier angesbotene Lehrstoff ausfithrlicher
pehandelt. Dariiber hinaus wird die Annahme-St ichprobenpriiffung sowie die
Planung und Auswertung van St ichprobenpriiffungen fiir Lebensdauerdaten
anhand van zahlreichen Beispielen aus der Praxis erlautert und
durchgafihrt.

Der Lehrgangsblock 0 Il richtet sich hauptsachlich an Meister, souie
Absolventen Hoherer technischer Lehranstalten und Technischer
Universitaten, die in der Industrie auf dem Gebiet der Qualitats-
sicherung arbeiten.

Er umfaft sechs einwtchige Lehrgange und hat die Anwendung dec
statistischen Methoden in der Qualitatssicherung auf ainem
mathematischen Niveau, das ungefAhr dem dieses Artikels entspricht, zum
Inhalt.

Oie Ffolgende Abbildung zeigt sine Ubersicht uber den Lehrgangsblock
Qualitatstechnik II:

Einfiihrung in die
statistischan Mathoden
der Qualitatssicherung

Stichprobensysteme

Qualitatsregelkarten

Auswer tungsverfahren

Zuverlassigkeitspriiffung

Vorbereitung zur
Priifung Q@ 11

PRUFUNG G g1l

Nach bestandenar Pifung G 11 besteht dias Moglichkeit, einen Zwei-
wochigen Insstruktorenlehrgang zu absolvieren, Ein positiver Abschlufl
dissas Lahrgangs berschtigt zur Fithrung des Titels »sU@-Instruktor”.

Narzeit sind ca. dreiflig Professoran im technischsn Schulberaich cUQ-

Instruktoran., Davon untercichten zehn, so auch die VUesrfasserin diasas
Artikels, am TGM in Wien.

1 pul = gsterraichischen Vereinigung Fir Qualitatssicherung




